1*** Maths DS n°1 samedi 23 novembre 2024 Durée 1h30
Calculatrice autorisée en mode examen Total sur 20 points

Exercice 1 [4 points]
On pose :

A = cos (113) + cos (112—;) ,B = cos (215) ~ sin (253_(;T)

¢ C = si (Zn) _ (311) b (411) _ (511)
e = sin 7 sin 7 sin 7 sin 7
Montrerque A =0,B=0,etC =0

Exercice 2 [10 points] [source=?]
Soit ABCD un rectangle de cotés 10 cm et 5 cm. AEFG est un carré de coté x et FICH est un rectangle.
On note f(x) l'aire de la partie blanche.
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Quel est I'ensemble de définition D de f ?
15
Montrer que pour tout x € D,ona: f(x) = x* — 5 + 25.

Etudier les variations de f.
En déduire pour quelle(s) valeur(s) de x I'aire blanche est minimale.
Pour quelle(s) valeur(s) de x I'aire blanche est égale :

nHew N PR

a. ala moitié de l'aire du rectangle ABCD b. au quart de I'aire du rectangle ABCD.

Exercice 3 [4 points]
Le plan étant muni d’un repére orthogonal, on veut étudier la position relative de la parabole P d’équation
y = 2x% — 3x + 5 et de la droite D d’équation y = 5x — 3.

1. Déterminer le (les) point(s) d’intersection de P et D.

2. Pourtoutréel x,on pose: f(x) = 2x? —3x + 5 et g(x) = 5x — 3.
a. Etudier le signe de f(x) — g(x).
b. En déduire la position relative de la parabole P et de la droite D.

Exercice 4 [2 points]
Deux modeles de calculatrice de marques différentes donnent :

1 577: \/’6_\/’2
, et pour l'autre : cos (—) = —

57‘[)_ 2—-3
- 12

' : (—
pour l'une : cos (- 3

Ces résultats sont-ils contradictoires ?
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Montrerque A =0,B =0,et C =

e calculde 4
Ona:
m 12n m m
A= cos(13)+cos< 13 ) = cos(13)+cos(n—1—3)
Or, Vx € R, cos(t — x) = — cos(x), donc :

A = cos (1173) cos (1173) 0
on a donc bien: A = 0.

e calculde B
Ona:

B = cos (;5) — sin (2535) = COS (27TS) — sin (g - 215)
Or, Vx € R, sin (g - x) = cos(x), donc:

B—cos(;S)—cos(;S) 0
Onadoncbien: B = 0.

e calculde C
Ona:

C—si <2n) _ <3n)+ _ <4n) _ <5n)_ _ <2n) _ <5n) _ <3n)+ _ <4n)
= Sin 7 Sin 7 Sin 7 Sin 7 = Sin 7 Sin 7 Sin 7 Sin 7

L <2n) _ < Zn) _ <3n)+ _ < Sn)
= Sin 7 SIn\{ 1w 7 Sin 7 SIin\{mw 7

or, Vx € R, sin(r — x) = sin(x), donc :

2T 2T 3 3
C =sin(—)—sin(—)—sin(—)+sin<—) =04+0=0

7 7 7 7
On adonc bien: C = 0.



Exercice 2
ABCD rectangle de cotés 10 cm et 5 cm, AEFG carré de coté x, FICH est un rectangle.
f(x) est I’aire de la partie blanche :
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1. Quel est 'ensemble de définition de f ?
f(x) existe si et seulement si AG < 5 et AE < 10, c'est-a-dire: 0 < x < 5et0 < x <10
soit finalement [0;5]. Onadonc:Df = [0;5].

15
2. Montrer que 'expression de f est égalea: f(x) = x* — 5 X + 25.

1

.2
Asgrc = Ex

1 1 1 1
Aycr =§><HC x HF =E(1O—x)(5—x) =§(50— 10x — 5x + x2) =E(x2 — 15x + 50)
1 15 50 1 15

= — 2—— _— = 2 _ 2
2x 2x+2 2x 2x+ 5
Onadonc:
1, 1 15 15
ApgFc +quCF=§x +§x2—TX+25=x2—7x+25

15
On a donc bien : Vx € [0; 5], f(x) = x* -5 X+ 25

3. Etudier les variations de f.

, 15 ) 15
X —?x+25estdelaformeax +bx+caveca=1,b=—?etc=25.
Ona:
15
-b +t% 15 1 15

=== — X -=—
T2 T2 " 27274

a > 0donc:

. . , s 5
e f est (strictement) décroissante sur [0; a] c’est-a-dire sur [O; 1:]
. . S 5
e f est (strictement) croissante sur [a; 5] ] c’est-a-dire sur [1:; 5]

4. En déduire pour quelle valeur de x I'aire blanche est minimale.
15

Le sens de variation de f sur [0; 5] montre que I'aire blanche est minimale pour x = o
Complément :
, . .. 15 175
L’aire minimale est 8 = f(a) = f(:) == 10,9375.
5. Pour quelle valeur de x I’aire blanche est égale :
a. alamoitié de I'aire du rectangle ABCD
Il s’agit de résoudre dans [0 ;5] I'équation

@ 10x 5 5 15 425 = 25 5 15 ) ( 15) )
= (=1 _— = (=1 —_—X = [— - =
fx > X > X x5 > X x\x—

1
< x=0 ou x—7=0(=>x=00ux=7



Or, 0 € [0;5] donc est accepté et 12—5 ¢ [0; 5] donc est refusé.

Conclusion
L'aire blanche est égale a la moitié de celle du rectangle ABCD lorsque x = 0.

Complément :
Onaalors E=F =G = A.

b. au quart de I'aire du rectangle ABCD

. , , . 50 < 25
Il s’agit de résoudre dans [0; 5] I'équation f(x) = :c'est-a-dlre flx) = Y
, 15 +25_25@ , 15 +50 25_0(: , 15 +25_O
o B R R R B LI R
x? —12—5x +22—5est de laforme ax?+ bx +caveca=1,b = —12—5et c= 22—5, de discriminant :
15\° 25\ 25
— B2 _ —(_=2) _ il
A=Db"—dac ( 2) 4(1)(2) 4
A > 0 donc I'expression admet deux racines réelles distinctes :
15 25 15 5
e/ +7‘\]T_7—7_§e [0:5]
T T T 200 T 2 T2t
15 25 15 §
_—b+\/Z_+7+\]T_7+7_10_5e (0:5]
2= T T 200 2 2 ’

Conclusion
Il'y a deux valeurs de x pour lesquelles I'aire de la zone blanche est égale au quart de celle du

5
rectangle ABCD : Eet 5.

Complément :
5
Pour x = 5 le point G est le milieu de [AD], pour x = 5 les points G et D sont confondus.

Exercice 3
Le plan étant muni d’un repére orthogonal, on veut étudier la position relative de la parabole P
d’équation y = 2x% — 3x + 5 et de la droite D d’équation y = 5x — 3.

1. Déterminer le (les) point(s) d’intersection de P et D.
M (x; y) est un point commun a P et D si et seulement siy = 2x* — 3x + 5ety = 5x — 3, d’ou
2x2—3x+5=5x—-3©2x>-3x—-5x+5+3=022x2-8x+8=02(x?—-4x+4)=0
S2[x)? =202+ 2)?]=0e2x—-2) =0 x-2) =0ox—-2=0x=2
Onaalors:y=5(2)—-3=10—-3=7

On peut aussi utiliser P : 2(2)? —3(2) +5=2%x4—-6+5=8—-1=7.

Conclusion
P et D ont un seul point en commun : I(2; 7).

2. Pour toutréel x, on pose : f(x) = 2x?> —3x + 5et g(x) = 5x — 3.
a. Etudier le signe de f(x) — g(x).
Pour tout x € [0;5],0na: f(x) — g(x) = 2(x — 2)? qui est toujours positif ou nul et s’annule
pour x = 2.

b. En déduire la position relative de la parabole et de la droite.
On en déduite que P est au-dessus de D sur ] — oo0; 2[ etsur ]2;+o[, P et D ont un seul point
commun I(2; 7).



Exercice 4
Deux modéles de calculatrice de marques différentes donnent :

fune : (511)_\/2—\/5 Coour l'autre - (Sn)_\/g—\/i
pour l'une : cos 12) = > , et pour l'autre : cos 12) = 2
Ces résultats sont-ils contradictoires ?
On pose :
. 2 -3 B V6 -2
-T2 9P TTy

Remarquons d’abord que A > 0 et B > 0.
On ad’une part :

et d’autre partona:

o (Yo-V2\'_(V6-V2)' (V6) ~2vev2+(V2) _6-2V3VZ+2 _8-2V3x(V2)

4 4 16 16 16
8-4v3 4x(2-+3) 2-+3
16 4x2 4

On constate que A et B ont des carrés égaux donc ils sont égaux ou opposés.
Or, ils sont de méme signes par conséquent ils ne peuvent pas étre opposés,
par conséquent ils sont égaux.

Conclusion
Les valeurs proposées par les deux calculatrices ne sont pas contradictoires.



